Ejerciciosde Andlisis Comple o
Relaciéon 1. Numeros complg os. modulo y argumento. Raices complegas

Ejercicio 1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultado en la forma a+ib.

i) (7-20)(5+30) i) (i-1)% Qi) T+DE+DE+) i) 2::
v % vi) (L+i)2 vii) % viii) i2(1+i)?

Ejercicio 2. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:
_ 1
a) fi(2 =" b) (=2 c¢) f(2)= S Dh@=_—

Ejercicio 3. Calcula las siguientes cantidades.

4 —3i

Dla+e-nl b |57

o) |(1+D%] d)|vV2+i(vV2+1)]

L , . 1+z
Ejercicio 4. Calcula los numeros complejos z tales que 13 es:

a) Un namero real; b) Un nimero imaginario puro.

Ejercicio 5. Expresa en forma polar los siguientes nimeros complejos.

1+iv3

a) —V3—i b) —V3+i ¢ e

3
V3+i 9

Ejercicio 6. Expresa los siguientes nimeros en la forma a—+ib:

.5 \/— 6
a) (1+iv3)° b) (H') 0 (”' 3) d) (—v3+i)8

1—i 1—i

Ejercicio 7. Calcula arg(zw) y arg (v_zv) supuestos conocidos argzy argw.

Ejercicio 8. Resuelve la ecuacion cuadratica az® + bz+ ¢ = 0 donde a,b,c, son nimeros complejos
conocidos y a # 0.

Ejercicio 9. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:
[Z+ W+ |z—w? = 2(|Z* + W) (zweC)

y explica su significado geométrico.
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Ejercicios de Analisis Complgjo 2

Ejercicio 10. Dados dos nimeros complejos o y B, calcula el minimo valor para z € C de la cantidad
|z—af? +]z—B|*.
Sugerencia: La igualdad del paralelogramo puede ser (til.
Ejercicio 11. Prueba las desigualdades:
a) ||z —|wl|<|z—w|

1
) lz+w| 2 5 (121+wi)

Z W
z,u
12w

donde z,w son nimeros complejos. Estudia también cuando se da la igualdad en cada una
de dichas desigualdades.

Sugerencia: Una estrategia basica para probar desigualdades entre médulos de nimeros
complejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.

Ejercicio 12. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:
AZ=1+i b)Z=i ¢)FZ=-14+iV3 d)FP=1 e)Z+32iz—6i=0
Ejercicio 13. Dar condiciones necesarias y suficientes para que los nimeros complejos o y B verifiquen
la igualdad /0. = v/ou/B.

Ejercicio 14. Sea x un namero real que no es multiplo entero de 27w. Prueba las igualdades

n
a) 1-4COSX+C0S2X+---+Ccosnx = sen(%lx)w
sen (%)

sen (9x)
b) senX+sen2x+---+sennx = sen(flx) ——2~
sen ()

Sugerencia: Si llamamos A a la primera sumay B a la segunda, calctlese A+ iB haciendo
uso de la formula de De Moivre.

Ejercicio 15. Haciendo uso de la férmula de De Moivre probar que:

a) sen3p=3seng—4sen’o
b) cos4e =8 cos*p—8cos?p+1

Ejercicio 16. Representar graficamente los conjuntos de nimeros complejos z que verifican:

|z—3] <3; 2<|z—i|<3; l|argzl <m/6; |z—i|+]|z+i|=4
: z—i :
|lz— 1| =|z—2i|; '—_’:2; Im(z%) >6; |z—i|=Imz+1
zZ+2i
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Ejercicios de Analisis Complgjo 3

Ejercicio 17. Sea |z1| = |z| = |z3| = 1. Prueba que z, 2, z3 son vértices de un tridangulo equiléatero si, y
sélosi,z1+2z+2z3=0.

L , . e z—a . o
Ejercicio 18. Dados dos numeros complejos distintos a, be C, justifica que — es real si, y solo si, z

estd en la recta que pasa por ay por b; y es real negativo si, y sélo si, zesta en el segmento
gue une acon b.
Ejercicio 19. Sean A, B,C, D niimeros reales tales que A? + B2 4+C2 > D?. Prueba que la ecuacion:

A(z+2)+iB(z—2)+C(z—1)+D(z+1)=0

representa, en el caso de que seaC+ D = 0, una recta en el plano; mientras que si C+ D £ 0,
representa una circunferencia cuyo centro y radio se calcularan.
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Ejerciciosde Andlisis Complgo
Relacion 1. Nameros compleos: médulo y argumento. Raices complejas

1

Ejercicio 1. Calcula la parte real e imaginaria de la funcién f(z) = T2

Ejercicio 2. Calcula las siguientes cantidades: a) (—v/3+1)® b) (—1+1)8.
Ejercicio 3. Calcula las soluciones de la ecuacion 2* + (1+i)Z +5i = 0.

Ejercicio 4. Prueba que 12_ a

—az

’<1 si|z<1lylal <1

Ejercicio 5. Supuesto que |zl =1, prueba que

ar z—1\ n/2 silmz>0
g z+1

—m/2 silmz<0

Ejercicio 6. Representa gréaficamente el conjunto de nimeros complejos z que verifican la igualdad
|zl =n+argz

Estos ejercicios se entregaran resueltos el dia 6 de octubre.

Granada, 29 de septiembre de 2003



Ejerciciosde Andlisis Complgo
Relacion 1 (recuperacion). Numer os compleos: médulo y argumento. Raices complejas

Ejercicio 1. Calcula todas las soluciones de las ecuaciones

AZ=—-1-i b)Z2=-8i c)Z=-1

Ejercicio 2. Calcula las siguientes cantidades: a) (—1+i+v/3)! b) (—1+i)%.
Ejercicio 3. Calcula las soluciones de la ecuacion 2 + (3 —i)Z —3i =0.
Ejercicio 4. Prueba que ||z| —|w|| < |z—w|. (Cuéando se da la igualdad en la desigualdad anterior?

Ejercicio5. Seaz= x+iy. Supuesto que |z =1, z# 1, z# —i, prueba que

z—1 n/4  si 1—-x+y>0
o(22)-

—3n/4 si 1-x+y<0
Estos ejercicios se entregaran resueltos el dia 17 de octubre.

Granada, 14 de octubre de 2003



Ejerciciosde Analisis Complego
Relacién 2. Sucesionesy series de numeros compleg os. Ecuaciones de Cauchy - Riemann

Ejercicio 1. Estudia la convergencia de las sucesiones:

: : 2" .1
i) zZn=yn+ina" (acR,|a <1) ii) zn——+? iif) m:%ﬂsena (a>0)
iv) — nsens 450 cos V) Zp= SAAY Vi) 7= —+|i ’

Ejercicio 2. Sea {z,} una sucesion de numeros complejos no nulos y para todo ne N sea ¢, € Arg(zy).
Supongamos que {¢,} converge a un nimero ¢ y {|z,|} converge a un nimero p. Justifica
que la sucesion {z,} converge al nimero z=p(cos@+isen®).

o i . 2+i%
Ejercicio 3. Calcula el limite de la sucesion z, = <1+ %) :
Sugerencia: Expresa z, = |z,|(cos ¢, +isen¢,) y usa el ejercicio anterior.

Ejercicio 4. Calcula el limite de la sucesion z, =n (\'Vﬁ(cos % +isen %) - 1).

Sugerencia: Recuerda que el limite de la sucesion n(¥/2—1) es bien conocido.

Ejercicio5. Seaze C, con |z =1, z# 1. Prueba que la sucesion {Z"} no converge (;,qué pasa si supones
que converge?). Deduce que si @ es un nimero real que no es un maltiplo entero de =, las
sucesiones {cos(ng)} y {sen(ne)} no convergen.

Ejercicio 6. Estudia la convergencia de las series:

i) Zcosn+isenn ii) Zcosn+2i senn
n>0 n>1 n n>1 n
i cosZ +isenZ n 1 i !
iv) ZM v) Y ( ) +i ) vi) n
n>1 n n>2 -1 nyn asp(in)
. (3+4i)"
vii) — viii) oS — +i sen iX) —_—
ng'l 1+2| r;( n) §2(4+3|) n47

Ejercicio 7. Prueba que si la serie 2 z, converge y, para todo n€ N, se verifica que |arg(z,)| < o, para
n>1

A T . .
algun nimero 0 < o < 7 entonces dicha serie converge absolutamente.

Ejercicio 8. Supon que las series Zzn y Zzﬁ son convergentes y que Re(z,) > 0 para todo ne N.
n>1 n>1

Prueba que ) |zy|? es convergente.
n>1
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Ejercicios de Analisis Complgjo 2

Ejercicio 9.

Ejercicio 10.

Ejercicio 11.

Ejercicio 12.

Ejercicio 13.

Ejercicio 14.

Ejercicio 15.

Ejercicio 16.

Ejercicio 17.

Demuestra que si P(z) = ag+a;z+ - - - + a2 es una funcién polindmica de grado n > 1,
se verifica que ZIer; P(2) = oo.
Estudia la derivabilidad de la funcion f(x+iy) = x3 +3xy? +i(y® + 3x?y).
Sea f : C — C lafuncion dada por
340 -y (1)

f(2) = iz=x+iy#0, f(0)=0
@)= e Sz=xtiy£0, (0)

Estudia la continuidad y la derivabilidad de f.

Sea Q un abiertoy feH (Q). Sean Q* ={z:z€ Q} y f*: Q* — R la funcién definida

por: f*(z) = f(2), Vze Q*. Pruebaque f* es holomorfa en Q*.

Escribe las ecuaciones de Cauchy-Riemann para
f(z)=U(p,9)+iV(p,0) donde z=p(cosV®+isend)
Expresa la derivada de f por medio de las derivadas parciales de U y V.

Sea Q un dominio y f €H (Q). Supongamos que hay nimeros a,b,cc R con a? 4 b? > 0,
talesque aRef(z)+blImf(z) =c Vze Q.Pruebaque f es constante en Q.

Encuentra una condicién necesaria y suficiente que deben cumplir los nimeros reales a, b, c
para que exista una funcion f € H (C), verificando que Re f(x+iy) = ax? + bxy -+ cy? para
todos x,y€R. Determina, cuando dicha condicion se cumpla, todas las funciones enteras f
cuya parte real es de la forma indicada.

Sea Q un conjunto abierto en R?, T = (u,v) : Q — R? una aplicacion diferenciable en
Q cuyo determinante jacobiano es distinto de cero en todo punto de Q. Pruébese que la
aplicacion T es conforme (es decir, conserva angulos orientados entre curvas) si, y s6lo si,
la funcion f(x+iy) = u(x,y)+iv(x,y) es holomorfa en Q.

Sea f(x+iy) =u(x,y)+iv(x,y) una funcion holomorfa. Prueba que las curvas de nivel
u(x,y) =c, v(x,y) = k son dos familias de trayectorias ortogonales.
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Ejerciciosde Analisis Complego

Relacién 2. Sucesionesy series de numeros compleg os. Ecuaciones de Cauchy - Riemann

Ejercicio 1.

Ejercicio 2.

Ejercicio 3.

Ejercicio 4.

Ejercicio 5.

L ., . T\N
Calcula el limite de la sucesién z, = (1+'ﬁ> .

n
. . . 1 (1+iv3
Estudia la convergencia de la serie z Y ks V3 .
SeRvil 2

SeapecR con [p| < 1y d€eR. Calcula los limites Y p"cos(nd)y > p"sen(nv).
n=0 n=0

52
Consideremos la funcién dada para z+ 0 por f(z) = Z? y f(0) =0. ¢(En qué puntos verifica

f las ecuaciones de Cauchy-Riemann? ;Es f derivable en z=07?.

Calcula una funcion f € H (C) tal que Re f(x+iy) = x* — 6x%y? +y* para todos x,y € R.
Si se exige que sea f(0) = 0, entonces dicha funcidn es unica.

Estos ejercicios debes entregarlos resueltos el dia 14 de octubre.

Granada, 6 de octubre de 2003



Ejercicio 1.

Ejercicio 2.

Ejercicio 3.

Ejercicio 4.

Ejercicio 5.

Ejercicio 6.

Ejercicio 7.

Ejercicio 8.

Ejerciciosde Analisis Complego
Relacién 3. Sucesionesy series de funciones. Series de potencias

S -, ) z\"
Calcula la funcion limite puntual de la sucesion de funciones fy(z) = (1 + ﬁ) .

Sugerencia: Escribe f,(z) = pn(cos,+isene,).

Calcula la funcién limite puntual de la sucesion de funciones f,(z) = n(y/z—1). Donde
v/zindica la raiz n-ésima principal de z.

Estudia la convergencia puntual de las sucesiones de funciones { f,} donde:

z"

a) fn(Z) L b) fn(Z) - H—Zn

= c
1420 )

Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones

> (z—f:) 2#)

n>1

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones

S e

n>1

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serie de funciones

a2

n>1

- . 1
Justifica que la serie ) (—1)™*——— converge puntualmente en C\ Z~.
= z+n

Sea {a,} una sucesion de numeros reales decreciente a cero. Para cada numero & €]0,1],
sea As ={ze C:|z] <1, |z—1| > d}. Justifica que la serie Y anz" converge uniformemente
en As. Deduce que dicha serie converge en todo punto de la circunferencia unidad salvo,
eventualmente, en el punto 1.

Ejercicio 9. Si laserie z CnZ" converge en un punto z de la frontera del disco de convergencia justifica
n=>0
que
fm 3.cn(r)" = 3,8
0<r<1n=0 n=0
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Ejercicios de Analisis Complgjo 2

Ejercicio 10. Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

. 2n+3\" . n!
i) < ) ' i) —Z7" i) —_—
gl 5n+6 g‘lnn ng'l 1+2| é

V) SBHEDTD vi) YarA vii) Y 2n viii) Z

|
n>0 n>0 n>0 o (n!

Ejercicio 11. Sabiendo que el radio de convergencia de la serie Ean” es R 0 < R< +eo, calcular el
n>0
radio de convergencia de las series:

a) Y n‘c,z" (keN,fijo) b) z nzn c) Y ak (keN,fijo) d) Y (1+a"caZ" (acC,fijo)

n>0 n>0 n>0 n>0

Ejercicio 12. Los radios de convergencia de las series Zanz”, anz“ son respectivamente Ry, R, con

n>0 n>0
0 <Ry, Ry < +-o0. {Qué se puede decir de los radios de convergencia de las series Z (an+bn)2"
n>0
y D anbnz"?
n>0

Ejercicio 13. Estudia el comportamiento en la frontera del disco de convergencia de las series:

a)Zz‘“b)Z%c)Z%d)z( Dlpn1 g )2<1+i+;+ +n2>\£f

n>1 n>1 n>1 n>2 Iog n n>1

Ejercicio 14. Calcula la suma de las series

a) Ynz' b)Y n*"

n>1 n>1

Ejercicio 15. Expresa ~ como suma de una serie de potencias centrada en un punto a= 0 e indica en
donde es valida dicha igualdad.

Ejercicio 16. Expresa ———— como suma de una serie de potencias.

1
(1-2°
Ejercicio 17. Sea Q un abierto en Cy f € H (Q). Supongamos que f’ es analitica en Q. Justifica que

también f es analitica en Q.

Ejercicio 18. Justifica que toda funcién analitica tiene localmente primitivas.

Ejercicio 19. Sea f(z Zanz” para z€ D(0,p) y supongamos que |a; | > Zn\an\p”‘l. Prueba que f
n=0 n=2
es inyectiva en el disco D(0, p).

Deduce que una funcién analitica en un abierto Q, cuya derivada no se anula en ningln pun-
to de Q, es localmente inyectiva en Q. ¢Puede asegurarse que una tal funcion es inyectiva
en Q7.
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Ejerciciosde Analisis Complego
Relacién 3. Sucesionesy series de funciones. Series de potencias

Ejercicio 1. Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones

21(2—1) (24 1)

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

Ejercicio 2. Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones

>

>1W (zeC\N)

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

Ejercicio 3. Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

n\ N2 2n
a) Y, <1+ —1) ) ' b Z%i‘ )Y (n+a"z"

n>1 n>0 n>0

Ejercicio 4. Estudia el comportamiento en la frontera del disco de convergencia de la serie de potencias

11 1\ 2
2<1+2+3+ -+ )n

n>1

Estos ejercicios debes entregarlos resueltos el dia 20 de octubre.

Granada, 14 de octubre de 2003



Ejerciciosde Analisis Complego
Relacion4. Funciones complejas elementales
Ejercicio 1. Expresa los 8 nimeros +1+i, +v/3=+i enlaformare'®.

Ejercicio 2. Calcula el médulo y los argumentos principales de los nimeros 1 +¢e®, 1 —¢'® —ael®
donde || <mya>0.

Ejercicio 3. Calculalogzy Logzcuando zes uno de los nimeros siguientes

i,—i,e % e 4 —5e 1+i

Ejercicio4. Calcula log(3i) +log(—1+iv/3) y log (3i(—1+iv/3)).

Ejercicio 5. Calculalog(—1—i)—logi y log (_1i_ ! >

Ejercicio 6. Calcula
[(_4)i]’ i73i’ [iZ/TC]’ [ii], 12i7 3147 ((—i)i)i, (1+i)l+i

Ejercicio 7. a) Estudia, para ze C* y neN, las igualdades:

a) log(exp(2)) = z; b) exp(log(2)) = z; c) log (%) =—log(2);

) 10g(/2) = 2 &) log(2") = nlog(2)

b) Prueba que la funcion logaritmo establece una biyeccion entre los conjuntos C\R, y

Q={zeC": —n < Im(2) < m}.
Ejercicio 8. Con una interpretacién adecuada de la suma justifica que:

Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) Log(zw) = Log(z) + Log(w)

Ejercicio 9. Indica el error en los razonamientos siguientes: (—z)? = z2; por tanto 2 Log(—z) = 2Log(2)
y, por consiguiente, Log(—z) = Log(2).
Ejercicio 10. Calcula la imagen por la funcion exponencial de:
i) Una recta paralela a uno de los ejes coordenados.
ii) Una banda horizontal de anchura menor que 2.
iii) Un rectangulo de lados paralelos a los ejes coordenados.

iv) El conjunto {zeC :|z| >r}.

Universidad de Granada 1 Andlisis||
Departamento de Andlisis Matematico Tercero de Matematicas



Ejercicios de Analisis Complgjo 2

Ejercicio 11. ¢Tiene la funcién exponencial limite en infinito? Dado we C con |w| = 1, estudia la exis-
tencia del limite Iirp exp(rw).
— oo

Ejercicio 12. Da condiciones necesarias y suficientes para que el conjunto [a®] de las potencias de base
ay exponente b sea finito.

Ejercicio 13. Digase qué relacion hay entre los conjuntos [a™" y [(a™)*/"], donde ac C*, m,neN,n>2.
¢Qué puede afirmarse, en particular, cuando my n son primaos entre si?.

Ejercicio 14. Estudia, interpretandolas convenientemente cuando sea necesario, las siguientes igualda-
des:
a) Log[a’] =bLog(a) b) log[a®] =blLog(a) c) log(a®) = bloga

Ejercicio 15. Sean p > 0, o < 3 tales que pa, pB, o, B € [—m, nt]. Prueba que z+— Z° es una biyeccion de
Q; ={zeC":a<argz< B} sobre Q; = {ze C*: pa < argz < pB}.

Ejercicio 16. Estudia la convergencia puntual de las series de funciones:

a) Y exp(—nz) b) zsen (nz)

n>0 n=>0

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

Ejercicio 17. Prueba que
oo n+l

log(1+2) = 2

7' vze D(0,1)

a) Deduce que para todo 6 €] —mt, m[ se tiene:

oo (71)n+1 ) (71)n+1

~————cos(nb) = log <Zcosg> Y

n=1

sen(n@) = g

n=1
b) Cambiando z por —z, deduce que para todo 8 €]0,2x] se tiene:

i cosﬁ}ne) — log (2 sen%) ; isen(ne) _ n—e.

n=1 n=1 n 2

Sugerencia: Usa el ejercicio 9 de la relacion 3.

Ejercicio 18. Consideremos la funcion f definida por f(z) = log (1—+§> vVze C\{1,—1}. Prueba que

fes holomorfa en C\{xeR:|x| > 1}y, en particular, en D(0,1). Prueba también que

2 1 vVze D(0,1) y aplica este resultado para calcular la suma de las series
cos(2n+1)6 sen(2n+1)6
> (2n+1)6, D (2n+1) (0<6<m)
S0 2n+1 o 2n+1
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Ejercicios de Analisis Complgjo 3

Ejercicio 19. Justifica que la funcion f: C — R dada por:
f(z2)=2z2—(1+2)log(1+2)+(1—2)log(l—2) (z#+1),
y f(1) =2—-2log(2) = —f(—1), es holomorfa en Q = C\ {xeR : |x| > 1} y, para todo
— . R S . :

zeD(0,1), se verifica que f(z)= Z‘lm Calcula, en particular, la suma de la serie
v (=1)"
n21n(2n+ 1)

Ejercicio 20. Sean a# b dos nimeros complejos distintos. Definimos la funcion f(z) = log (;TE) para
todo z€ C\{a,b}.
a) Justificar que f es una funcion holomorfa en Q = C\[a, b]*.
¢) Sia=1i,b=1, calcula la serie de Taylor de f en z= 0. Calcula el radio de convergencia
de dicha serie e indica donde su suma es igual a f.
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Ejercicio 1.

Ejercicio 2.

Ejercicio 3.

Ejercicio 4.

Ejercicio 5.

Ejerciciosde Analisis Complego
Relacion4. Funciones complejas elementales

Explica con detalle donde esta el error en las igualdades siguientes:

= (M2 = (1) = (<12 ==

Explica la relacion que hay entre los conjuntos [a™"] y [(@™)*/"], donde ac C*, m,neN,
n>2. ;Qué puede afirmarse, en particular, cuando my nson primos entre si?.

Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones
Y exp(—nZ)
n>0

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

Seaac Cy {z,} una sucesion de complejos no nulos tal que {|z,|} — +eo. Justifica que

{(1+ %)zn} —exp(a) ; {zn (a% —1)} —log(a) (a#0)

1—2) Vze C\{1,—1}. Prueba que
f es holomorfa en C\ {x € R:|x| > 1}y, en particular, en D(0,1). Prueba también que
£n+1

f(z)=2 D(0,1) y aplica este resultado para calcular la suma de las series
(2) anZnJrl,Vze (0,1) y apli u P u u i

Consideremos la funcién f definida por f(z) = log

D cos(2n+1)6 3y sen(2n+1)6

0
2n+1 2n+1 (0<b<m)

n=0 n=0



